Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

Komentarz do wyktadu z 26. marca

Definicja 1. Dana jest 2-wymiarowa zmienna losowa (X,Y") o gestosci f(x,y), zas gestosci brze-
gowe to fi(x), fa(y). Gestosciami warunkowymi nazywamy funkcje

f(z,y) f(z,y)
x) = oraz R 1
W wypadku dyskretnym mamy wzory
_ Dij _ Dij
pi<—| ] = px1 ' = oraz pz,_, ;= p il = —, 2
J ly. Dej J = Pyl Die (2)

Przyktad:
Wracamy do (lekko zmienionego) przykladu z poprzedniej notatki.
(i)  Gesto$¢ dwuwymiarowa i gestosci brzegowe sa nastepujace.

XY 2 3 5| p.
—210.10 0.05 0.07]0.22
0]0.05 0.03 0.08)0.16
11001 0.07 0.15]0.23
310.38 0.00 0.01]0.39
pej | 054 0.15 0.31[1.00

Zmienne X,Y maja zatem rozktady brzegowe:

X = Z; -2 0 1 3
" pie] 022 016 0.23 0.39°
y = yj 2 3 5
pe; | 0.54 0.15 0.31

(ii)  Gestodci warunkowe px|y sa nastepujace. Dla kazdej z kolumn powyzszej tabeli obliczamy
Dij

ilorazy pg,y,; = po to, aby wartosci w kolumnach sumowaty sie do 1. Méwimy, ze w kolumnie

he)
J-tej znajdujg si¢ ppb wartosci x; pod warunkiem iz Y = y;.
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Podobnie jest dla gestosci warunkowych py|x. Dla kazdego wiersza powyzszej tabeli obliczamy

Di ;. . . ;. . .
2 po to, aby wartoéci w wierszach sumowaty sie do 1. Méwimy, ze w wierszu

e

ilorazy pg.y, =




i-tym znajduja sie ppb wartosci y; pod warunkiem iz X = x;.

XYl 2 3 5
—2 | 10/22 5fa2 T[22
(Y X=x)= 0 |56 36 86
1 | Y23 723 15/23
3 3839 0 s
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Poniewaz kolumny (respective wiersze) powyzszych tabeli opisuja zmienne losowe ma sens
zwrot “warto$¢ oczekiwana warunkowa”, dla przyktadu

E(X|Y:2):—2-10/54+0-5/54+1-1/54+3-38/54:g.

(iii) PrzejdZzmy teraz do wyznaczenia rozkladu zmiennej losowe Z = X +Y. W lewym gérnym

rogu kazdego elementu tabeli znajduje sie wartos¢ zmiennej Z, ponizej prawdopodobienstwo
takiej wartosci.

XY 2 3 5

-2 19010 0.5 3fo.07

Z=X+Y-= 0| 2/o.05 3/0.03 5/0.08

1 |3fo01 4o07 6fo1s

3| 5/0.38 /0.0 8f0.01

Po uporzadkowaniu otrzymujemy nastepujacy rozktad zmiennej Z:

%[0 1 2 3 4 5 6 8

Z= pi‘0.10 0.05 0.05 0.11 0.07 0.46 0.15 0.01°

Zauwazmy, na zakonczenie przyktadu, ze 4.04 = E(X +Y) =0.96 + 3.08 = E(X) + E(Y).

Twierdzenie 1. Niech (X,Y) bedzie 2-wymiarowq zmienng losowqg. Wowczas wartosé oczeki-

wana sumy zmiennych losowych X,Y jest réowna sumie wartosci oczekiwanych tych zmiennych:
E(X+Y)=EX)+EY).

Dowdd. Niech (X,Y") bedzie zmienng losowa typu dyskretnego. Jest wowczas:
E(X +Y) =22 (@i+y;) piy = D, D wipis + ), D Yibis =
i g i g j o1
= Z (% sz'j) + Z (yj Zpij) = sz “Pie + Zyj “pej = E(X) + E(Y)
i j j i i j
W wypadku ciaglym jest:

E(X+Y):/H;—[R(x+y)f(x,y)dyda:=/};{_[Rﬂ?f(xay)dyderjﬂé_[Ryf(x’y)dxdy: 4
- (e oo o ) Loncoris Lustmaneson v

]

Przypomnijmy, ze kowariancja zmiennych X, Y nazywamy wartos¢ wyrazenia 11 = Cov(X,Y) =
=E[(X - EX)- (Y - EY))]. Dla zmiennych dyskretnych Cov(X,Y) = Y > (2; - EX) - (y; - EY) p;;,

j
dla zmiennych typu ciagtego f f (r-EX)(y - EY)dydzx. Ponizsze twierdzenie podaje zwiazek
R JR

miedzy niezaleznoscig zmiennych i ich kowariancjg.
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Twierdzenie 2. Dana jest zmienna (X,Y') ktorej zmienne brzegowe X,Y sq niezaleine. Wowczas
Cov(X,Y) =0.

Dowdéd. (Dla zmiennych typu dyskretnego).

—Zszy]pU EYZZWU EXZZy]pU+EX EYZZpU
= le (Z yjpl.p.J) EYZ (x me) -EX (Z Yj ;pij) +EX-EY =

J

= (Z xlpzo) (Z yjp.j) - EYZ.Tlp,L. -EX Zyjp.j +EX-EY =0.
7 7 1 J

UWAGI:

1. Jezeli zmienne sa niezalezne, to E(X -Y) = EX - EY (por. zadanie 1.7b).
2. Odwrécenie twierdzenia (2) nie jest prawdziwe.
3. Zadanie 1.7a to szczegdlny przypadek twierdzenia V(X) = E(X?) - (EX)?

Przyktad:

(Kontynuacja przyktadu z notatki 3. ze strony 2.)
Rozwazamy funkcje f(x,y) = % okreslong na obszarze ograniczonym prostymi y =0, z = 2
oraz krzywa y = x2.
2-wymiarowa dystrybuanta jest F(s,t) = Fxy(x,y) = fs ft f(z,y) dy dz. Niestety, przy ob-
liczaniu dystrybuanty powinni$my okresli¢ precyzyjnie_lg.}ze_dozialy catkowania.

(i) Niech A oznacza (w terminologii geometrycznej = licealnej) II, 111 IV “éwiartke” plaszezy-
s t
zny. Jezeli (s,t) € A to oczywiscie F(s,t) = Fxy(x,y) = f f f(x,y) dydx = 0.

(ii) Niech B oznacza obszar ograniczony prostymi y = 0, x = 2 oraz krzywa y = x2. Jest teraz:
s t
Fs)= [ [ fey) dyda-

:foﬁfonf(x,y)dyd:r;+f\/z[Otf(x,y)dyda:.

Intuicja: najpierw liczymy pole (catke, ppb) pod krzywa y = 22, dla z € (0,4/t) (obszar S;) i
dodajemy pole (calke, ppb) pod prosta y =t dla z € (\/Z,s) (obszar Sy). W pierwszej calce y
zmienia sie (dla ustalonego z) od 0 do 2%, w drugiej — (réwniez dla ustalonego ) od 0 do ¢.
Obszar B bedzie tez uzyteczny w punkcie (iii) i kolejnych.

s t
(iii) Obszar C' = [0, 2]x[x2, 00). Jest teraz F'(s,t) = Fxy(z,y) = / f f(z,y) dyde = F(s,%).
Intuicyjnie: obszar na lewo i ponizej punktu ¢; = (s,t) z uwzglednieniem noénika funkcji f(z,y)
jest taki sam jak obszar wyznaczony przez punkt co = (s,s?). Mozna zatem odwotaé sie do
wzoru z punktu (ii).
(iv) Obszar D = [2,00) x [0,4]. Tutaj F(s,t) = F(2,t). Prosze poréwnaé przeciecie zbioru
(—00, 8] x (—o0,t] z obszarem na ktérym f(z,y) jest rézne od 0. Graficznie: zamiast punktu




dy = (s,t) trzeba wziaé¢ do obliczen punkt dy = (2,t). Tutaj réwniez zastosowanie ma wynik
z punktu (ii).

[4%]
1

ra
1

(v) Obszar E = [2,00) x [4,00). To, na réwni z obszarem A, najprostszy wypadek. Jest tutaj
F(s,t) =1, poniewaz catkujemy gesto$¢ po calym obszarze “niezerowosci”.

Ostatecznie, wzor na dystrybuante to:

0, dla (s,t) € A,
3s22 3
-—, d t)eB
64 967 a (87 ) € )
46
F(s,t) = o0 dla (s,t) € C,
3t 3
——-—, dl t)eD
L da(sneD,
1, dla (s,t) € E.

Kolejny przyktad ilustrujacy wyznaczanie sumy zmiennych losowych.

Przyktad:

Zmienna losowa (X,Y) ma rozklad o gestosci f(x,y) = 3z/y na obszarze [0,1] x [0,1].
Wyznaczy¢ rozktad zmiennej Z = X +Y.

Rozpoczynamy od przejscia (X,Y) ~ (Z,T). Niech Z =X +Y, T =Y (wzér na T moze by¢
inny). Najpierw odwracamy przeksztatcenie i otrzymujemy X =2 -T, Y =T. Wyznaczamy
Jacobian odwrécenia:



or Ox
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J: = :]_
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Kolejny krok to wstawienie odwrécenia do gestosci f(x,y) i pomnozenie przez modut Ja-
cobianu: g(z,t) = f(z(2,t),y(z,t))-|J| = 3(z -t) Vt.

Kluczowe zdanie: rozktad zmiennej Z to jeden z rozkltadéw brzegowych 2-wymiarowej
zmiennej (Z,T). Nalezy zatem scatkowaé funkcje g(z,t) po zmiennej ¢t. Dla ustalonego z
(z €[0,2]) nalezy wyznaczy¢ obszar zmiennosci zmiennej ¢.

O<x<l O<z-t<1 z-1<t<z
O<y<1 O0<t<1 O0<t<1

Przedzial catkowania dla zmiennej ¢ to [max{0,z -1}, min{1,z}]. Dla z € [1,2] mamy
te[0,z]; dla z€[1,2] mamy t € [z-1,1].
Obliczamy catke nieoznaczona

/g(z,t)dt=fS(Z\/l_f—t\/%)dt:t\/%(Qz—G/st+C’).

Ostatecznie

t\/g(Zz—G/5t)‘ z€[0,1],

t=0’
91(2) = .
NVt (22 -5 t)‘t:zJ’ z€e[1,2].

7 powazaniem,
Witold Karczewski



